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Folgerungen aus der Diracschen Theorie des Positrons.
Von W. Heisenberg und H. Euler in Leipzig.
Mit 2 Abbildungen. (Bingegangen am 22. Dezember 1935.)

Aus der Diracschen Theorie des Positrons folgt, da jedes elektromagnetische
Feld zur Paarerzeugung neigt, eine Abiinderung der Ma xwellschen Gleichungen
des Vakuums. Diese Abinderungen werden fiir den speziellen Fall berechnet,
‘n dem keine wirklichen Elektronen und Positronen vorhanden sind, und n
dem sich das Feld auf Strecken der Compton-Wellenlinge nur wenig dndert.
Fs crgibt sich fiir das Feld eine Lagrange-Funktion:
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| ((E, B Kraft auf das Elektron.

— ,Kritische Feldstﬁrke“.)

Thre Entwicklungsglieder fiir (gegen |Eyl) kleine Felder beschreiben Prozesse

der Streuung von Licht an Licht, deren einfachstes bereits aus einer Storungs-

rechnung bekannt ist. Fir grofle Felder sind die hier abgeleiteten Feldgleichungen

von den Max well schen sehr verschieden. Sie werden mit den von Born
vorgeschlagenen verglichen.

Die Tatsache, daB sich Materie in Strahlung und Strahlung in Materie
verwandeln kann, fithrt zu einigen grundséitzlich neuen Zigen der Quanten-
elektrodynamik. Eine der wichtigsten Konsequenzen dieser Verwandel-
barkeit besteht darin, daB schon far die Vorginge im leeren Raume die
Maxwellschen Gleichungen durch kompliziertere Gleichungen zu er-
setzen sind. Es wird nimlich einerseits nicht allgemein mdglich sein, die
Vorgange im lecren Raume von den materiellen Vorgingen zu trennen,
da die Felder, wenn ihre Energie ausreicht, Materie erzeugen konmnen;
andererseits wird selbst dort, wo die Energle zur Materieerzeugung nicht
ausreicht, aus ihrer virtuellen Moglichkeit eine Art ,,Polarisation des Va-
kuums” und damit eine Anderung der Maxwellschen Gleichungen re-
sultioreri. Diese Polarisation des Vakuums, die im folgenden studiert werden
soll, wird in der fiblichen Weise zu einer Unterscheidung der Vektoren ‘B, €
einerseits und D, § andererscits den AnlaB geben, wobel
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gesetzt werden kann. Die Polarisationen 3 und ¥ kdnnen nun irgendwelche
komplizierten Funktionen der Feldstéirken am gleichen Ort, threr Ab-
leitungen und der Feldstdrken in der Umgebung des betrachteten Punktes
sein. Wenn die Feldstirken sehr klein sind (dies bedeutet, wie spiter gezeigt
werden wird, sehr klein gegen das e?{hic-fache der Feldstarke am ,Rande
des Elektrons*), so kann man 5 und B niherungsweise als lineare Funk-
tionen von @& und B betrachten. In dieser Niherung haben Uehling?)
und Serber ?) die Abianderungen der Maxwellschen Theorie bestimmt.
Finen anderen interessanten Grenzfall erhiilt man, wenn man die Feldstarken
zwar nicht als klein, aber als sehr langsam verdnderlich (d. h. nahezu
konstant auf Strecken der GréBenordnung %i/me) betrachtet. Man erhilt
dann P und M als Funktionen von & und B am gleichen Ort, die Ableitungen

~ von @ und B kommen in dieser Niherung nicht mehr vor. Die Entwicklung

von P und M nach € und B schreitet dann, wie die Rechnung zeigen wird,
nach ungeraden Potenzen fort; die Glieder dritter Qrdnung sind anschaulich
fiir die Streuung von Licht an Licht verantwortlich und sind bereits be-
kannt®). Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die vollstdndige Bestimmung
der Funktionen P (€, B) und WM (€, B) fiir den Grenzfall sehr langsam
verinderlicher Feldstirken. s gentigt 2u diesem Zwecke, die Energiedichte
des Feldes U (€, B) als Funktion von € und B zu berechnen, da aus der
Energiedichte die Wellengleichungen nach dem Hamiltonschen Ver-

fahren hergeleitet werden kénnen: Man fithrt etwa die Lagrange-Funktion
Q (€, B) ein und setzt
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und bestimmt dann die Lagrange-Funktion aus (8) und D und $ aus (2)
Da die Lagrange-Funktion relativistisch invariant sein mulb, kann sie
iibrigens nur eine Funktion der beiden Invarianten €2 —B° und (EB)?
sein®). Die Berechnung von U (€, B) laBt sich suriickfithren auf die Frage
nach der Energiedichte des Materiefeldes, dag mit den konstanten Feldern ¢
und B verbunden ist. Bevor dieses Problem In Angriff genommen wird,
soll dag mathematische Schema der Positronentheorie®) kurz rekapituliert

1} E. A. Uehling, Phys. Rev. 48, b3, 193b. — #) R. Serber, ebenda 48,
49, 1935, — 2) H. Fuler u. B. Kockel, Naturwissensch. 23, 246, 1935, —

4y W. Heisenberg, Z8. {. Phys. 90, 209, 1934; im folgenden als 1. ¢. 1
zitiert,
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werden, um einige in den fritheren Formeln enthaltene Rechenfehler zu
verbessern. |

§ 1. Das mathematische Schema der Theorie des Positrons.

Die Theorie geht aus von einer Diracschen s, Dichtematrix*, die in
einer anschaulichen Wellentheorie durch

(mr tr k: IRI 33” t” k”) — Eﬂ ',U.: (.T” t” k”) 'Wﬂ (:Br tr k!), (4)
bea. Zust.
in der Quantentheorie der Wellenfelder durch

(9.7, tr kr I R‘ mu tu k”) —_— ‘w* (il)'” t” k”) 10 (mr t! kr) ' (5)

gegeben ist!). AuBler dieser Matrix spielt eine wichtige Rolle die Matrix R,
die durch

FERIR] A" UH) =3 (Do — D) 91 " K gu (@ £ ) (6)
bes. Zuat, unbes. Zust.
bzw.

(' t' K

Rbl ﬂ:n f:” k”) —_ %[#}*(:BH t” k”) 1,0 (:17’ tr kr) - Qp (xr tr k.r) w*(:ﬂ” t” k”)] (7)
detimiert ist. Die Matrix B¢ wird als Funktion der Differenzen z;, — X, = T,
t' —t’ = { singuldr auf dem Lichtkegel. Setzt man

El — xl -g mi: (B)

el = T ='—-il7u; 517;=—“‘$i5

terner fiir die Potentiale 4y = — 4% 4. = 4% fir die Diracschen

Matrizen: o == —a, =1; o = «,, 50 wird

o x, v

(ﬂ}rkr,R‘glmnk”) :u(mlw;)g_wlxl : wloglmlmlll (9)
wobei 2) |
) PH
; + ;—c J:Aldﬂ:j_
U = 573 P (10)

(hierbei wird ither zwei gleiche lateinische Indizes stets von 1 big 3, tiber

griechische von 0 bis 8 summiert). Das Integral ist auf der geraden Linie
von P’ nach P” zu nehmen.

D Inl ¢. 1 sind auf der rechten Seite falschlich die eingestrichenen und
die zw‘eugestrmhenen GroBlen vertauscht, — 2) 1.¢. I enthalt im Exponenten
falschlich das negative Vorzeichen.
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Die fiir das Verhalten der Materie mabgebende Dichtematrix » erhilt
man aus B¢ durch die Gleichung

wobel 8§ durch
P”

ei i

+—14%dx; & -
ne ) . N - -} b lo
P u+ :l:;':cl | g

L $1
C

gegeben 1s8t. Hiern bedeutet S, die Matrix B, im feld- und materiefreien

S = e (12)

Raum. @, b und C sind durch die folgenden (Gleichungen definiertl):

o 31: l(aFiﬂ QaFT'G- Bﬂ }
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b — u{%th TE i e (FeuF™ = 0L Feo o), (18)
h 2
— 4(_ym),

v bedeutet die Eulersche Konstante y ==1, T781...
Den Vierervektor der Stromdichte sowie den Energie- und Impulstensor
erhilt man aus r durch

8; (E) T e—— z ﬂt‘?'”k, (ék"’rlék”):

k"
U) (%) = Lim {m’ch aa% ;[Aﬂ(s | z) i ﬁ“(E—g“)]} (14)

z>0
S (6450 Klrle—5. 1),

| kr Er!
In der Quantentheorie der Wellenfelder ist es zweckmiiBig, die Wellenfunk-
tion nach einem Orthogonalsystem zu entwickeln:

y (2, k) = > 0y Uy (2, F). (15)
n
Die Operatoren @, kann man darstellen in der Form
&:=Nﬂdﬂ Vas an =V, A,;Nﬂ: (16)
wobei A, die Zahl N, in 1—N_ verwandelt und ¥V = J7 (1 —2 N,).
Ferner sei F=n |
a;t=a’:=_VﬂAﬂN;l; a;l*z'__N:lAuVﬂ; N;l:]'m'Nﬂ‘

1) Gleichung (38)in l. ¢. I enthiilt einen Rechenfehler, der zu einem anderen
Wert, fiir C fithrte; dort war such der Buchstabe y, dem allgemeinen Gebrauch
widersprechend, fiir den Logarithmus der Bulerschen Konstante verwendet
worden.
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Fﬁr‘ die Hamilton-Funktion des Gesamtsystems ergibt sich in diesen
Variabeln:
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§ 2. Berechnung der Emergiedichie in der anschaulichen Wellentheorie.

Da die Lagrange-Funktion, die den gesuchten abgeinderten Maxwell-
schen Gleichungen zugeordnet ist, eine Funktion der beiden Invarianten
€2 — B2 und (EB)? allein sein mub, gentigt fiir ihre Berechnung die Er-
mittlung der Energiedichte des Materiefeldes als Funktion zweier unab-
Fﬁngiger Feldgroben. Z. B. wird es geniigen, die Energiedichte der Materie
in einem konstanten elektrischen und einem zu ihm parallelen konstanten
magnetischen Feld zu bestimmen. In diesen konstanten Feldern ist also

der Zustand des Materiefeldes zu untersuchen, der dem Nichtvorhandensein
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von Materie entspricht, also offenbar der Zustand tiefster Energie. Wenn
man zunichst die anschauliche Wellentheorie, also die (leichungen (4) und
(6) zugrunde legt, so ist der Zustand tiefster Energie im feldfreien Raum
dadurch gegeben, daf samtliche Flektronenzustinde negativer Energie
besotzt, simtliche Zustinde positiver Energie unbegetzt sind. Wenn nur
ein Magnetfeld vorhanden ist, so kdnnen die stationdren Zustdnde eines

Tlektrons wieder in eindeutiger Weise in solche negativer und solche posi-

tiver Energie eingeteilt werden, der Zustand kleinster Energie des Materne-
foldes kann also im Magnetfeld genau wie im feldfreien Raume gewonnen
werden.

Anders ist es jedoch In emem olektrischen Felde. Hier wichst die
potentielle Energie linear mit einer Koordinate, sdmtliche Energiewerte
von — oo bis + oo sind moglich, und die Eigenfunktionen, die zu ver-
schiedenen TEigenwerten gehoren, gehen 1m alloemeinen einfach durch
eine riumliche Verschiebung ineinander dber. Hine Finteilung in positive
und negative Eigenwerte ist hier mcht eindeutig durchfithrbar.

Diese Schwierigkeit hingt physikalisch mit der Tatsache zusammen,

" daB in einem konstanten elektrischen Folde von gelbst Paare von Positronen

and Tlektronen entstehen. Die exakte Durchrechnung dieses Problems
verdankt man Sauterl). In Fig. 1 ist zunichst die potenticlle Energie V ()
als Funktion der Koordinate (das elektrische Feld wird parallel zur z-Achse
angenomien) aufgetragen, terner die Linien V (2) + mc® und V (2) — M c2.
Die Rechnungen von Sauter zeigen, dab die Eigenfunktionen, die etwa
gum Bigenwert E, ge-

horen, nur in den Gebie- #}
ten T und III grof} sind,
daB sie jedoch im Innern
des Gebietes 11 exponen- %o

Wi Y{x)-me?

tiell abnehmen.  Dies
hat zur Folge, dall ene
Wellenfunktion, die etwa . 1 . , -

zundchst rur in ewmem Fig. 1.
Gebiet, z. B. I, groB ist, |
allmihlich in das Gebicet 111 auslautt, wobei der DurchlaBkoeffizient durch

das Gebiet II, das hier die Rolle eines Gamowberges spielt, nach Bauter
—me m2 3
von der Grofenordnung e nel€  ist. DBezeichnet man G| = ——

he

1y 7, Sauter, Z8. f. Phys. 69, 742, 1931,
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X
als kritische Feldstirke, so kann man hierfiir auch E*Wﬂ schreiben.
Solange nun |€| & |€,] ist, kann man von dieser auBerordentlich
seltenen Paarbildung in einer gewissen Naherung absehen. Es muB dann
moghch sein, Losungen der Dirac-Gleichung zu finden, welche die
Stelle der Eigenfunktionen vertreten und eotwa nur im Gebiet I

grof sind, dagegen im ganzen Gebiet III fiir eine gewisse Zeit klein
€| =

bleiben von der Qrdnung e¢ %1 2. umgekehrt auch solche, die nur
1m Gebiet II1 groB sind, aber in I beinahe verschwinden. Wenn dies
gelungen 1st, o witd man den Zustand tiefster Energie dadurch charak-
terisieren, dall alle Elektronenzustinde, deren Eigenfunktionen nur im
Gebiet III groB sind, besetzt sind, die anderen unbesetzt. Als Energie
des betreffenden Elektronenzustandes wird man bei der Berechnung der
Energiedichte im Punkte z, den Abstand des betreffenden Energiewertes
von By bezeichnen. [Vgl. hierzu Gleichung (81)]. Der so charakterisierte
Zustand des Gesamtsystems geht, wenn man das elektrische Feld adiabatisch
abschaltet, in den Zustand des feldfreien Raumes {iber, bei dem nur Llek-
tronenzustdnde negativer Fnergie besetzt sind.

In der mathematischen Durchfithrung schlieBen wir uns an die Unter-
suchung von Sauter (1.¢.) an. Wenn ein duBeres Magnetfeld B und ein
elektrisches Feld &, beide in der z-Richtung, vorhanden sind, so lautet die
Diracsche Gleichung:

R 0 e 0 . 0
{c 5t~ o | EITF amiha t ol
0

+u:3(*£ﬁaz EIFBIy)——ﬁWC} = 0. {9

Die Bewegung in der y- und 2z-Richtung 1a8t sich von der in der z- Rwhtung
separieren durch den Ansatz:

p = e”  thy (Y) - %- (20)
Wir fiihren dann einen neuen Operator K ein durch die Beziehung
0
K = -{—ozﬂ h—a—-{—mz( p,—.E—|%|y)—~ﬁmc. (21)

Es ergibt sich:
0 : B 2
Ry = { ?zgay %hmﬂmagl | | ('pg—l- %[ﬁB\y) —[«mzcﬂ}?p. (22)

¢

Diese Gleichung kann man als Wellengleichung fiir die noeh nicht bestimmte
Funktion u, (y) auffassen. Setzt man

— CPs
=Y 7w~ T B
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so wird, da (22) im wesentlichen die Schrodinger-Gleichung des Oszillators

hedeutet :
112

B - fie v— 1t
wl@) = Hame *@eat V= () &
(H, () 18t das n-te Hermitesche Polynom), woraus
Ko,y = {mﬂcﬂ | elg‘ﬁ(ﬁn—l—l—}—crm)} - (24)

(ﬂ':U: ]-: Q': "')
folgt.
Der Operator K ist ferner mit «; antikommutativ. In der Wellen-
gleichung (19), die sich auch in der Form

{E-—-e|@|:§ o

p —{—ml%ham

: K}vp - 0 (25)

schreiben lilit, kann man nun eine kanonische Transformation der y vor-
nehmen derart, dafl o, Diagonalmatrix wird, wihrend fiir K und ! die
Darstellungen gelten:

e|Blh 0 ¢! 1 0
K:Vm“c”{ lc 2n + 14+ a,)- _1:0%; '11=10___1' (26)

Dabe1 beziehen sich die beiden Matrizen auf einen weiteren, von der Spin-
richtung unabhingigen Index (also auf die ,,p*-Koordinate). Man kann
dann o, als eine gewdhnliche Zahl betrachten (¢, = -+ 1) und erhalt mit
den Abkiirzungen:

_
. P — B
¢ Vmwﬁ‘“"@‘x )

| (@)
B c . e|B| A ,
k_]/kel@l(m ¢t - - 2n 4 —,f—am))
die Gleichungen
d .
""'"_1”5 f_l_kg — 01
(df ) @)
(£ +i€)g+ K =0

wobei f und ¢ die beiden Komponenten (bezogen auf den ,,6'-Index) der

Funktion ¥ bedeuten. Die Gleichungen (28) sind formal identisch mit den

Gleichungen (12) bei Sauter (l.¢.). Sie unterscheiden sich von den

Sauterschen jedoch durch die Bedeutung der GroBe k und dadurch, daB

eigentlich das System (28) zweimal, einmal far ¢, == -+ 1, einmal fir
Zeltschrift Fir Physik. Bd. 98. 47
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o, = — 1 anzuschreiben wiire. Sauter erhilt zwei L&
' 1 Lo .
Gleichung (28): sungssysteme far
)c | i 7 -_1:_2_.:‘5_ -
T e rf'jg*i"ﬂs'( MR YEE 1 2( __i;‘".;
1 2‘\’;“:1 I S_I" 2) & 2) dS,
. k2 1 k2
A ) A e
oVr 2¢ 9 "“‘2) ds,
29)
1 k|&] . _ K k1 (
f, = _ e J’ .._523( N i1 ( T 3
ﬂ oym 26 )7 9) -——-2-) ds,

1 ; _ A . k2 1
9y = — \& J.e*f?“( - ‘”( ._..?')4_1:_?
: Mn‘ 1 f+3) "y as.

D:ie Il‘ftegrale sind auf cinem Wege zu nehmen, der von + oo herkommend
die bmfluﬂ singuliren Punkte 4 4/2 und — #/2 im positiven Sinne umliuft
und wieder nach -+ oo zuriickkehrt.

Da fiir unsere Rechnungen von der Paarerzeugung abgesehen werden
E":DH, ‘betmnhtiﬁn wir, wie oben besprochen wurde, als Eigenfunktionen
jewells nur Teile der Funktionen f und ¢, die in der einen Hilfte des Raumes
verschwinden. Wir setzen also etwa

0 ., E<0, fo. E<O

Die neuen Funktionen f, usw. entsprechen nicht genau stationiiren Zu-
stinden, sondern sie stellen Wellenpakete dar, die mit einer sehr geringen
Wahrscheinlichkeit in das zu Anfang leere Gebiet diffundieren. Fiir g;].ie
Bildung der Dichtematrix betrachten wir die Zustinde f,, g, als be-
seitzt, die Zustinde ff, gf, -+« als unbesetzt. Da wir dl.lI'Gi] d;;l Prozel (80)
die Anzahl der ,Zustinde" verdoppelt haben, wird man, wenn man alle

fll ‘}: }cf: 9; als besetat, 2, g2, 12, g2 al _
A tat, £, 0,5 15, 9, als unbesetzt rechnet, gerade die d
Dichtematrix erhalten. & oppelte

| Um die Energiedichte des Vakuums zu berechnen, wiirde nach den
in §1 beschriebenen Methoden zunéchst die Dichtematrix fiir einen end-
lichen Abstand der beiden Punkte t" und v"/ zu berechnen sein. Von dieser
h'fi,tte man die dort angegebenc singulire Matrix § zu subtrahieren, dann
die Energiedichte zu bilden und zum Limes v’ == t” {iberzugehen. 'E:iir die
folgenden Rechnungen ist es bequemer, von Anfang an r’ i t"" zu setzen
aber datiir die Summation diber die stationdren Zustiinde zunéchst nur bisi

zu endlichen Fnorgien zu erstrecken, oder, was ungefihr dasselbe ist, diese
- L] J
Summation durch einen Zusatzfaktor ¢ ¢8st-[#* —m ] konvergent zu

sw. (30)
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machen. Liaft man dann die Konstante im Exponenten gegen Null gehen,
so werden einige Glieder der Energiedichte singular und diese werden von
den entsprechenden Gliedern der Matrix S kompensiert werden. Die iibrig-
bleibenden reguliren Glieder geben dann das gewiinschte Resultat.

Bevor die Dichtematrix angeschrieben werden kann, mussen die

Eigenfunktionen normiert werden. Man kann sich etwa den Raum der
Eigenfunktionen in der z- und der z-Richtung anf eine sehr grobe Linge L
beschrankt denken [die Eigenfunktionen u, (3) sind schon normiert]. Dann
erhilt man von der z-Richtung den Normierungsfaktor 1 /V-I:, von der

z-Richtung wegen des asymptotischen Verhaltens der Sauterschen Eigen-

k7

‘ 1 kT .
funktionen [l. ¢. Gleichung (22)] den Faktor 2 TE ¢~ 7+ . Dic Summe tber

olle Zustande ist dann zu bilden @ber alle Impulse der Form

}
D, = i-fm.-l—m:mst
L

und fiber alle Energien der Form FE = é%%m%— const. Diese beiden

Qummen kann man also verwandeln 1n Integrale, deren Differential lautet

d}fj’ : ; hE , wenn die Faktoren —1-=-_ in der Bigenfunktion wieder weggelassen
- !

werden. Bedenkt man schlieBlich noch, daB als Energie eines Zustandes,

wenn wir die Dichte an der Stelle z, berechnen, die Differenz E — ¢ | €| x,

zu verstehen ist, so ergibt sich far die der Matrix R (vgl. §1) entgprechende

Enorgiedichte der Ausdruck [fiur die Bedeutung von « vgl. (38)]:

y1 I k2 7

1 < [ dp, {4 . c g :
U = _2-2&1) gtu)g TSTE(B_BIGM)%"@)G

— 2

i + et — 7 = o] == 2)
. £ a 21
[+ 4 gl — AP — 1P (81)
Was wegen (28 a) tibergeht m
RS S WY T R o
U= — n(ﬂ} ;1“1) . -hﬂ——gdg‘g‘e 2 a

5 [HAP + A ‘Qﬂlﬂ]ﬁh «, (82)
Von diesem Ausdruck ist spiter das Verhalten fir o — 0 zu diskutieren.
Wir fihren die folgenden Abkiirzungen emn:

e|&l R Glﬁlﬁ:b. (83)

, - T _ -

m? 68

47 *
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a und b sind dimensionslos und bedeuten das Verhdltnis der Feldstiarken
zur kritischen Feldstarke ](E;,:[, d. h. zu dem ,,137ten Teil der Feldstirke
am Rande des Elektrons'.

Durch Einsetzen der Gleichung (29) erhidlt man schlieBhech

1 oo +1 mc3 1 T oo —EE-+E—¢:E2
U:w——g-%}mg(u)-a-b-mﬂﬂ(-{) -MESdEls“le 2 a
e (mr3)(ars)

» * 41 1 [2
jdslsd,gﬂg—-fﬂtslﬂg}e ( ﬂ)(aﬂ_ﬂ).h(slsﬂ), (84)

wobel k (s, s,) gegeben ist durch

1
h (s, $,) = .-

kﬂ
- N LA
S o ] Lo e

2

Die Integration tuber £ liefert

g i
k2 a k2 (Hl+h§-) (32 +E)

— 5 vt u T i loe

iy i
(=) (%

o

+ 1 )
U=— %Eﬂ}n) _zll;u}il-b-mﬁac%f)ﬁ*jd-ﬁljd-ﬁgﬁ

; (s L m%(s AN . e 85
8a®\ 9) * §) (31+32+m)"‘+"' i i | )
‘-4(31 + Sﬂ‘*' :'I) (31 “*-é')(-ﬂﬁ-l- -.‘2-)

Das erste der beiden s-Integrale, etwa das tiber s;, 1dBt sich leicht aus-
fithren, indem man den Integrationsweg soweit deformiert, daf nur eine
Schleife um den Pol s, = — 8, — a {ibrig bleibt. Ersetzt man im Resultat
noch s, durch ¢ = s, + «/2, so erhdlt man

e ot me ol
U = zn} Eu‘)ﬂ'b-ﬂlﬁﬂ(—ﬁ-—) -fk)-e%, (36)
0 —1

wobel

1 2 m‘_% T KN T N\t v e\ L
i fogale 33 s 2 T
) J.SSM’*S svg) \$"g73) Ptgty) T3 3

Ll P — .
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Die Integration ist hier in der in . __;'___
Fig.2 angegebenen Weise auf emem Lg% Ly
Weg von -+ oo her zwischen Y
den vier Polen des Integranden | s

4+ oo zuriick zu erstrecken. Man
kann dafiir auch ecinfach aunf der ____.._.% :

(s = <+ /2 4-«/2) hindurch und nach \
L~ & -Lt+e

imaginiren Achse von -+ oo bis — oo . Fig. %

integrieren. Den Hauptbeitrag liefert

der zwischen den Polen gelegene Teil der Integrationsstrecke. Dort kann
man den Logarithmus im Exponenten nach Potenzen von o« entwickeln

und erhilt

T — L\
si_( ) . . 3 ' H .
9 . Lo Xed T o
— Q [ _ | L ee (38
e (L2 vt ity mEry T
i

Fir die weiteren Rechnungen soll nun angenommen werden, daB das elek-
trische Feld klein sei gegen das kritische Feld l(E,,:i, d.h.a £ 1 und daher

k‘l

i

Zi4b@ntltog)l

K o
45 41
kann aber die hoheren Glieder im Exponenten, da schlieBlich nur der
lim & — O betrachtet wird, als klein ansehen und nach ihnen entwickeln.
Man erhilt auf diese Weise fiir f (k) einen Ausdruck der Iorm

Man mull dann den Ausdruck — im Exponenten stehenlassen;

— 42 kY w
f (k) = g‘l;;;i 5 dse *92+1(1 +4s)—2[4 4 B4 Ck...} (8

+ 22

Vor der Ausfihrung des Integrals 1st es zweckmibig, die Summation
itber n und o vorzunehmen; diese erfolgt nach dem iSchema

+ 1 ol o o0
2:1{0) Eﬂ];-n}g(ﬂ | 1_;0‘3:) = (; +21)g(ﬂ)

= lim lg(0)+2Zg(ﬂ)ujg(n)dn+%g’(n’+lf)+---}- (40)

*
= o '+ 1,

Dabei stellt es sich heraus, daf} die htheren Glieder der Eulerschen Summen-
formel zom Endresultat nichts beitragen. SchlieBlich erhdlt man, wenn
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«/a = & gesetzt wird (y bedeutet die Eulersche Konstante y == 1,781),
fir e — O:

U (h'ﬂ
4 m e ?E—c)

1 1 (1 | a? b

| logr 8 1 ¥ o
g '12'12)“g4 66 12

14 @n + 1) 5]
_*+§+ 16

?1’-+n=:rl & 26

— [1 + @n + 1) log[1 4+ @0’ + 1) b]

;410g[1+<2ﬂ 1)+ = Z(1+2nb)leg( +onb)

—I—%{b 21}2 %b) 1ng[1+(9n*+1)b]}

at 1
+3—6{b+2b2— ﬂﬂb)a}

LS. aﬂm{b+252 . }} (41)

m = 3 (I;E—Q?lb)ﬂm‘“l

(Die Koeffizienten ¢,, werden weiter unten bestimmt).

Von diesem Resultat sind nun noch diejenigen Teile zu subtrahieren,
die der singuléren Matrix § entsprechen. Den feldunabhangigen Teil dieser
abzuziehenden singuldren Energiedichte erhilt man leicht, indem man die
hier vorgenommene Bechnung mit ebenen Wellen wiederholt.

e (2.}
U’s=—-2.\ch + pre (mc) ddehjiydp:
e . ?E’f 3(_ 1 1 1 ZE__.__]'_.
= 4dxme (h) 3775, 810g4 16)

Dagegen 18t es schwieriger, die feldabhingigen Teile von S zn ermitteln.

Da nach Gleichung (18) in @ und b nur die Quadrate der Feldstérken vor-
kommen, folgt dies auch fiir U. Da ferner die Konstante € in Gleichung (18)
go ewngerichtet 1st, dall fiir konstante Felder emne dem Feld proportionale
Polarisation des Vakuums nicht eintritt, so folgt, dafl die im Felde quadra-
tischen Glieder séimtlich abzuziehen sind und nur die hoéheren Glieder
stehenbleiben. Dies bedeutet, wenn man die Entwicklung nach 6 fir
b & 1 vorwegnimmt, dal} die erste Zeile der rechten Seite von Gleichung (41)
1m (Ganzen abzuzlehen ist. Wir haben dieses Resultat auch dadurch nach-
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geprift, daf wir im Falle @ =0, b 3= 0 die Punkte ¢’ und 1" der Dichte-
matrix in der z-Richtung verschieden annahmen [t" —1" = (z, 0, 0)] und
dann o = & = O setzten. Nach Abzug der von der Matrix § herrithrenden
Glieder blieb der eben besprochene Teil von U ibrig. Fur das elektrische
Feld erwies sich diese Rechnung jedoch als sehr kompliziert. Von der
gesmnten Energledlchte, die sich aus der gewGhnlichen Maxwellschen

+ B?2) und der Diracschen Energiedichte U -— Uy

zusammensetzt, Lonnen wir sogleich zur Lagrange-Funktion iibergehen
durch die Relation (3)

og Lo o)
0y 53__4:1:(U——U3 - (€ +$))
Man erhalt
- & (@ —
Y 14 (@ 1) b ,
+16a2me (ﬂ;c) lim {116 Z ol T6+ )] (1_ 2logll+ (2% +1) b])

loﬂ'[l+(2ﬂ +1)b] — 2 (1+2nb)log (14+2nb)

1
:“(sz o -glog[l+(ﬁn'+1>b1)

+_( _{._22 —-|-2*nb)3>
+ 3 zm-l‘ﬁmb(l +22 +2*:b)”'1)} “

m=13

Par kleine Magnetfelder kann man durch mehmahge Anwendung der
Bulerschen Summenformel auf die Gleichung (42) die Potenzreihen-
entwicklung nach b finden. Da ferner € nur von den beiden Invarianten
a2 — b2 und a2 b2 abhingen kann -- woraus fur £ (a, b) folgt: £ (a,0)
= £ (0,4 &) —, s0 kann man die noch fehlenden Koeffizienten ¢,,, deren
direkte Berechnung sehr umstandlich wire, aus dieser Beziehung indirekt
ermitteln. DaB die direkte Berechnung von ¢, die gleichen Resultate
liefert, haben wir an ¢, und ¢, nachgerechnet; den allgemeinen Beweis
hierfiir haben wir jedoch nicht éefunden. Auf diese Weise erhdlt man zu-
nichst fir kleme Felder (¢ <1, b L 1)

1 o o fme\¥|(@®— b 4-T(ab)
ﬂ%—g(@ — B2 416 7 ma(h)[ 15

18(ab) (@ — D) +2(® — b
| 630

] (48)
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Fir den entgegengesetzten Grenzfall (¢ L1, b > 1) ergibt sich

1 m e\? | I
£ ~ — (§2 — B° 2 0 (—— - _
5 (€2 — %) + 167 me (h) {b [1210gb 0,191]

b log b 2
+ 7 [logh —0,145] + 2= + 0,202 — 7 [log b + 0,116]

ﬂ2 a&
+b|5+ g+ [EXSIT
Um das allgemeine Verhalten von @ fiir beliebige Felder besser itberschaunen
zu konnen, haben wir noch versucht, cine Integraldarstellung fur £ zu

gewinnen. Dies ist moglich, wenn man von den iiblichen Integraldarstellungen
der Zeta-Funktion ausgeht. Man erhilt:

1 n 8 d
g = E(@“——EB”)—k‘in*m ¢* (-7;) Sa*ﬂ—ﬁ—? {-——anctgan-b«q(ltgbn—}—l
{ +n—2(bﬂ—ﬂﬂ)}
o 3
4 .
— E(@ﬂ B 44 = mcﬂ(ﬁ-—;—c) 55"“?%?-

. ,Cosb+ra)n -+ Cos(b—10a)7y %
—tabn HRCALE . 4 a___a\__
{ 17Clﬂs(b-l—%a)n—cos(b—*ia)n+1+S(b a)l ()
Aus der letzten Form ist besonders einfach zu sehen, dafl £ nur von den
heiden Invarianten @2-— B2 und (€B)% abhéngt. Die Cos-Glieder ge-
statten namlich eine Entwicklung nach dem Quadrat des Arguments
(b + 1a)?2 = 02— a® + 24 (ab) baw. (b —1a)® = b*—a® —21ab. Dadas
Gesamtresultat reell ist, kann es daher als Potenzreihe in b2 — a® und (ab)*
2 ___ (%2 2
)
| &y ] | Cl*
) m® ¢ :
konnen. (|G:k{ = Tﬁ)' Die Lagrange-Funktion lautet also fur beliebig
gerichtete Felder:
= (€& -9
o0 N

dargestellt werden, die allgemein durch ersetzt werden

2 - cos {—r Y& —B* + 21(CB)) + kony.
—I‘%Eje-'?-;?—;z{t n? (€ B) J@?;‘ | )
- 0 GOS(ICLERI1’@2—-5524—2%(@%))“15&111.

+IE P+ L@ -6 @sa)

Dag erste Entwicklungsglied der Gleichung (43) stimmt mit den Resultaten
von Fuler und Kockel (1. ¢.) tiberein.
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Allerdings bedarf die Frage nach der Konvergenz dieser Potenzreihen-
entwicklung noch einer niheren Untersuchung. Setzt man a =0, so
konvergiert das Integral (45) fur jeden Wert von b. Wenn jedoch a =0
ist, so verliert das Integral an den Stellen n = nja, 2xfa, ---, an denen
ctg ¢ unendlich wird, seinen Sinn. Dementsprechend wird auch die
Potenzreihenentwicklung nach a, von der wir ausgegangen sind, nur serni-
konvergent sein konnen. Man kann dem Integral (45) einen eindeutigen
Sinn geben, wenn man einen Integrationsweg vorschreibt, der die singuldren
Stellen m/a, 2 7wja vermeidet. Das Integral (45) enthilt aber dann zusidtz-
liche imaginire Glieder, die physikalisch nicht unmittelbar interpretiert
werden komnen. Ihren Sinn erkennt man sofort, wenn man ihre Grofle
abschitzt. Das Integral um den Pol % == z/a von (45) hat (fur b = 0)

(]

21 . mey —Z .. : )
den Wert — — - 4 a®me? T) e a. Dies ist die GroBenordnung der
7C .

Glieder, die von der Paarerzengung im elektrischen Felde Rechenschait
geben. Das Integral (45) ist also shnlich aufzufassen, wie die Integration
itber einen Resonanznenner in der Storungstheorie. Man kann annehmen,
daB ein Dampfungsglied, das der Haufigkeit des Resonanzprozesses ent-
spricht, fur die Konvergenz des Integrals sorgt und daB das Resultat, das
man bei Umgehen der singulidren Stellen erhilt, richtig ist bis auf Glieder,
deren Grofle der Haufigkeit des Resonanzprozesses entspricht.

Die Abweichungen von der Maxwellschen Theorte bleiben nach (43)
und (44) sehr klein, solange & und B klein sind gegen das elektrische Feld,
das im Abstand V187 e?/mc? vom Schwerpunkt eines Elektrons herrscht.
Aber selbst wenn etwa das magnetische Feld diesen Wert iiberschreitet,
a0 bleiben die Zusitze zu den Maxwell-Gleichungen klein (im Verhaltnis

1 ¢
3z hic
der log b von der GroBenordnung 1 ist. Die Abweichungen z. B. von der
oewohnlichen Coulomb-Kraft zwischen zwei Protonen, die von den Gliedern
(48) und (44) berrithren, bleiben also stets sehr klein. Allerdings mull be:
dieser Abschiitzung beriicksichtigt werden, daB gerade fiir ein Coulombsches
Feld die Zusatzglieder, welche die Ableitungen der Feldstiarken enthalten,

wichtiger sein konnen, als die in den Gleichungen (43) und (44) bertick-
sichtigten.

zu den urspringlichen Gliedern) von der relativen Ordnung , solange

§ 3. Bedeutung des Resultats in der Quantentheorie der Wellenfelder.

Die im letzten Abschnitt abgeleiteten Resultate kOnnen nicht ohne
weiteres in.die Quantentheorie der Wellenfelder iibertragen werden. Viel-
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mehr kann man leicht zeigen, daB der Zustand der Materie in einem homo-
genen Felde in der Quantentheorie der Wellenfelder nicht durch die ge-
wonnenen Gleichungen beschrieben wird. Wenn man nimlich mit dem
im letzten Abschnitt behandelten Zustand der Materie als ,,ungestortem
Zustand™ beginnt, so gibt es Matrixelemente der Stérungsenergie, die zur
glewchzeitigen Entstehung eines Lichtquants und eines Paares gehdren.
Wenn nun auch die Energie nicht zur wirklichen Erzeugung dieser Teilchen
ausreicht, so geben diese Matrixelemente doch zu einer Stroungsenergie
zwelter Urdnung AnlaBl. Diese kommt also durch die virtuelle Méglichkeit
des Entstehens und Verschwindens von Lichtquant und Paar zustande, und
die Rechnung liefert fur sie ein divergentes Resultat. Man kann das Auf-
treten dieser Storungsglieder auch anschaulich plausibel machen durch
den Hinweis darauf, daf z. B. die Kreisbahnen in einem Magnetfeld keine
witrklichen stationiren Zustiinde sind, sondern daB Elektronen in diesen
Zusténden strahlen kdénnen. In der klassischen Theorie der Wellenfelder
bransht man — dies ist fiir den physikalischen Inhalt der Rechnungen
des letzten Abschnitts entscheidend — diese Strahlung nicht zu berick-
sichtigen, da aus der schlieflich gewonnenen Losung zu erkennen ist, dafi
die Ladungsdichte und Stromdichte der Materie verschwindet, daB also
Jkeine Strahlung auftritt. In der Quantentheorie der Wellen dagegen bleibt
ein Rest dieser Strahlung in Form einer divergenten Stérungsenergie zweiter
Ordnung.

Man kann allerdings auch einsehen, daf eine Stérungsenergie genau
der gleichen Art schon im feldfreien Vakuum eintritt (,,Selbstenergie des
Vakuums®). Solche Sclbstenergien treten immer dann auf, wenn man die
Beitrige zweiter oder hoherer Ordnung zur Energie berechnet, die durch
den virtuellen Ubergang in einen anderen Zustand wnd Rickkehr in den
Ausgangszusiond entstehen. Diese Selbstenergien hat man bisher stets
weggelassen. Z. B. berechnet man den Wirkungsquersehnitt fiir die Compton-
Streuung, indem man eine Stérungsrechnung bis zur zweiten Ordnung
durchfithrt. Warde man auch die Glieder vierter Ordnung mit beriick-
sichtigen, so erhielte man Beitrige der eben erwihnten Art, die kein kon-
vergentes Resultat liefern. Die Berechnung der Strewung von Licht an
Licht (1. ¢.) wird in einer Stérungsrechnung bis zur vierten Ordnung (also
bis zur ersten Ordnung, die zu dem betreffenden Prozel einen Beitrag
lefert) durchgefithrt, die Beitrige der sechsten Ordnung wiirden hier bereits
divergieren. Die bisherigen Erfolge dieser Rechnungen, z. B. bei der Klein-
Nishina-Formel, secheinen zu zeigen, dafl dieses Weglassen der divergenten
Beitrige hoherer Ordnung zu richtigen Resultaten fihrt. Wenn dies der
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Fall ist, so konnen nach dem eben Gesagten auch die Resultate des §2 1n
die Quantenthcorie der Wellen iilbernommen werden. Dies ist auch phy-
sikalisch plausibel, da das Auftreten der genannten Btrahlungsglieder
korrespondenzmiiflig unverstindlich bliebe. Jedes emnzelne Glied i der
Entwicklung der Energiedichte nach Potenzen von € und B kann dann
anschaulich einem StreuprozeB zugeordnet werden, dessen Wirkungs-
querschnitt aus ihm bestimmt wird. Die Glieder vierter Ordnung z. B.
geben die gewdhnliche Streuung von Licht an Licht, die Glieder sechster
Ordnung bestinmen den Wirkungsquerschnitt fiir Prozesse, bei denen

‘drei Lichtquanten aneinander gestreut werden usw. Ganz unabhingig von

der Frage, ob das Weglassen der Glieder htherer Ordnung physikalisch
suligsig ist, muB dabei jedes Entwicklungsglied im Resultat des letzten
Abschnitts mit dem Resultat einer direkten Berechnung des betreffenden
Streuprozesses nach der Quantentheorie der Wellen iibereinstimmen, wenn
die Stérungsrechnung nur bis zu dem ersten Gliede durchgefiithrt wird, das
zum betreffenden ProzeB einen Beitrag lefert; denn in beiden Rechen-
methoden sind die Beitrige der Glieder vernachlissigt, die einem Ent-
stehen und Verschwinden von Lichtquant und Paar entsprechen. [Die
Ubereinstimmung der Glieder vierter Ordnung mit den durch direkte
Berechnung der Streuung von Licht an Licht gewonnenen!) gibt daher
eine Probe fur die Richtigkeit der Rechnung.] Es scheint aus diesem Grunde
nicht unmoglich, daB selbst die Resultate fiir |B| = | &, | auf die Erfahrung
angewendet werden konnen. Dies ist abersicher nicht moglich fiur |€| = | €|,
da bei groBen elektrischen Feldern die tatsichlich eintretende Paarbildung
den oben durchgefithrten Rechnungen die Grundlage entzieht.

§ 4, Die physikalischen Konsequenzen des Resultals.

Die im zweiten Abschnitt hergeleiteten Resultate haben formal eme
groBe Ahnlichkeit mit den Ansitzen, die Born?) seiner Abinderung der
Maxwellschen Gleichungen zugrunde gelegt hat. Auch bel Born tritt
an die Stelle der klassischen Lagrange-Funktion €2— B2 eine kompliziertere
Funktion der beiden Invarianten €2 — B2 und (EB)?, die ubrigens [vgl 1]
in der GroBenordnung der ersten Entwicklungsglieder wegen des tatsich-
lichen' Zahlwertes von €2/%c mit (43) iibereinstimmt. Es ist jedoch wichtig,
auch die Unterschiede der Resultate horvorzuheben. Von Born werden
die verinderten Maxwellschen Gleichungen zum Ausgangspunkt der

1y H Euler und B. Kockel l.c. — 2) M, Born, Proc. Roy. Soc.
London (A) 143, 410, 1933; M.Born und L. Infeld, ebenda 144, 425,
1934 147, 522, 1934; 150, 141, 193D, |
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Theorie gemacht, wihrend diese Verdnderung in der Diracschen Theorie
als eine indirekte Konsequenz der virtuellen Méglichkeit der Paarerzeugung
erschemt. Damit hingt zusammen, daB in der Diracschen Theorie die
hier berechneten Abdnderungen der Maxwellschen Gleichungen keineswegs
die einzigen sind — es kommen noch Glieder, welche hohere Ableitungen
der Feldstirken enthalten, hinzul) — und daB daher insbesondere die
Frage nach der Selbstenergie der Elektronen gar nicht durch die Betrachtung
dieser Abiénderungen allein entschieden werden kann. Dabei bleibt das
Resultat der Bornschen Theorie, dal Abinderungen der Maxwell-Glei-
chungen der hier betrachteten Grofienordnung unter Umstinden gentigen,
um die Schwierigkeiten der uncndlichen Selbstenergie zu beseitigen, ein
wichtiger Hinweis fur die weitere Entwicklung der Theorie,

In diesemn Zusammenhang mufl auch die Frage gestellt werden, ob
die aus der Diracschen Theorie abgeleiteten Resultate iber die Streuung
von Licht an ILiacht usw. schon als endgiltig betrachtet werden konnen,
oder ob zu erwarten ist, dafl die gpétere Theorie zu anderen Ergebnissen
fiuhrt. Die Theorie des FPositrons und die bisherige Quantenelektrodynamik
sind zweifellos als vorliufig anzusehen. Besonders erscheinen in dieser
Theorie die Vorschriften fir die Bildung der Matrix S (die Inhomogenitit
der Dirac-Gleichung) willkirlich. Fiar die spezielle in 1. ¢. I eingefuhrte
Matrix S laBt sich kaum viel mehr als ihre relative mathematische Ein-
fachheit (zusammen mit einigen Forderungen tiber die Formulierung der
Erhaltungssitze) vorbringen. Aus diesem Grunde erscheinen Abweichungen
der spiiteren Theorie von der bisherigen an diesem Punkte moglich. Da
solche Abwelchungen gerade auf die Abianderungen der Maxwellschen
Gleichungen einen bhestimmenden Einflull ausiiben kénnten, so wird man
sich auf die bisherige Theorie wohl nur in der Groflenordnung und der
qualitativen Form dieser Abidnderungen verlassen konnen. Es ist jedoch
bisher auch kaum moglich, tber die endgiiltige Form der Maxwellschen
Gleichungen in der zukinftigen Quantentheorie des Feldes bestimmte
Aussagen zu machen, da dazu ein Eingehen auf die Gesamtheit der Vor-

gdnge, an denen Teilchen sehr hoher Energie beteiligt sind (z. B. Auftreten
der ,,Schauer®’), wohl unerkifilich ist.

1Y E. A. Uehling 1. ¢. und R. Serber L c.
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. Zur Theorie der Schlauchentladungen.

Von R. Seeliger und K. Sommermeyer in Greifswald.

(Bingegangen am 27. Dezember 1935.)

Es werden die Grundlagen einer Theorie der Einschniirung des Entladungs-
querschnitts entwickelt, die man in elektronegativen Gasen beobachtet hat.
Das Wesentliche ist, daB die im Konzentrationsgefélle nach auben wandernden
Elektronen sich durch Anlagerung in negative Ionen verwandeln, und dal
diese Ionen dann umkehren und dem elektrischen Querfeld folgend nach innen
wandern. Je nach den Versuchsbedingungen werden die Ionen vernichtet durch
Wiedervereinigung oder durch Entionisierung, woraus sich eine Einteilung der
Schlauchentladungen in zwei Grundformen ergibt.

Mit der eigentimlichen Einschniirung des Entladungsquerschnitts,
die man in elektronegativen Gasen beobachtet, haben sich bisher nur wenige
experimentelle Arbeiten beschiftigt. Wulfhekel und der eme von uns?)
hatten schon vor lingerer Zeit ein bereits recht aufschluBreiches Beob-
achtungsmaterial mitgeteilt, und Keller?) hat kirzlich, allerdings in einem
anderen Druck- und Strombereich und ohne auf unsere Krgebnisse ein-
sugehen, einige weitere Messungen angestellt. Zur Theorie liegt bisher
itberhaupt nur eine kurze Notiz von Guntherschulze®) vor; in ihr werden
theoretische Vorstellungen entwickelt auf Grund eines als ,,Jonenmantel-
effekt'* bezeichneten Vorgangs. Wir sind nun inzwischen zu einer Theorie
jener Einschniirungen gelangt, die von den Vorstellungen Ginther-
schulzes grundsitzlich verschieden ist. Hieraber zu berichten, diirfte
niitzlich sein, weil es sich nicht nur um eine kleine Teilfrage aus der Theorie
der Gasentladungen, sondern um das Verstéindnis einer Gruppe yon Hnt-

ladungsformen handelt, denen man recht oft begegnet und die auch von

erheblicher praktischer Bedeutung sind. Wir hatten diese Formen als
., Schlauchentladungen‘‘ bezeichnet; es ist das ein neutraler, nur das Aus-
sehen der Entladung beschreibender Name, der damals lediglich gewdhls
wurde zur Unterscheidung von den ,kontrahierten Entladungen®, worauf
wir noch zuriickkommen werden. Die Bezeichnung ,,Ionenmantel” hin-
gegen nimmt bereits eine ganz bestimmmte theoretische Vorstellung vorweg
und beschreibt diese sogar sehr anschaulich und eindeutig. Gerade deshalb
aber halten wir sie fiir gefihrlich ; denn wir sind zu dem FErgebnis gekommen,
daB es nicht nur keinen Jonenmantel gibt, sondern dal im Gegenteil die

1) R. Seeliger, Phys. Z8. 33, 316, 1932; H. Wulfhekel u. R. Seeliger,
ebenda 34, 57, 1933. — ) F. Keller, ZS. {. Phys. 97, 8, 1935. — ®) A, Ginther-
schulze, ebenda 91, 724, 1934.
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