Der Kaffee ist zu heiffs — das Newtonsche Abkiithlungsgestz

Das Newtonsche Abkiihlungsgesetz beschreibt einen AbkiihlungsprozefS mit fol-
gender Differentialgleichung (Anfangswertproblem):

' (t) = —k(u(t) —a), u(0) = uo,

dabei ist u die Temperatur des betrachteten Objekts (Festkorper oder auch Fliis-
sigkeit), a die konstante Umgebungstemperatur und & > 0 die konstante Abkiih-
lungsrate.

Wie sieht die Funktion u(t) aus? Wir kennen zwar u(t) nicht, aber «’(¢) ist gege-
ben. Was wissen tiber die Funktion u(t)?

Monotonieverhalten. Fur u(t) > a ist v/(t) = —k(u(t) — a) < 0 und die Funktion
u(t) ist streng monoton fallend. Dagegen gilt fiir u(t) < a die Beziehung v/(t) =
—k(u(t) —a) > 0 und die Funktion u(t) ist streng monoton wachsend.
Kriimmungsverhalten. Wir bilden die zweite Ableitung von u(t) :

u'(t) = (=k(u(t) — a))" = —ku'(t) = (—k)(=k)(u(t) — a) = k*(u(t) — a)
und damit konvex fiir u(t) > a und konkav fir u(t) < a.

v A

k2(u-a)

-k(u-a) konkav konvex
streng \ > u
monton fallend a

-k2g —

ut)<a u(t) = a

v
v

Wie sieht die Losung tatsdchlich aus? Dazu 16sen wir die Differentialgleichung.
Zundchst erhélt man, dass u(t) = a = const eine Losung der Differentialgleichung
ist. Ist u(t) # a, so dividieren wir durch u — a und erhalten

= —k.

u—a

Integrieren wir nun unbestimmt nach der Zeit ¢, so folgt

/ 4 dt:/ du :1n|u—a|:—/k‘dt:—k‘t+c,
u—a u—a
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Anwenden der Exponentialfunktion fiithrt auf
lu — a| = e T = 7kt g,
Wir kénnen den Betrag folglich auflosen zu
ult) —a=Ce ™ CecR, < ult)=a+Ce ™ CecR.
Berticksichtigung der Anfangsbedingung ergibt: v(0) = a + C und damit
u(t) = a+ (u(0) — a)e ™.
Auswertung;:

e Ist u(0) > a, so nimmt u(t) mit der Zeit ab und néhert sich fiir t — oo der
Umgebungstemperatur a.

o Ist dagegen u(0) < a, so nimmt u(¢) mit der Zeit zu und nédhert sich fiir
t — oo ebenfalls der Umgebungstemperatur a.

Wann ist der Kaffee kiihler?
Annahmen:

e Die Abkiihlung erfolgt nach dem Newtonschen Abkiihlungsgesetz.

e Die Temperatur einer Mischung von einer Fliissigkeitsmenge p mit der Tem-
peratur 7j und einer Fliissigkeitsmenge ¢ mit einer Temperatur 7; fiihrt so-
fort dazu, dass die Mischungsmenge p + ¢ die Temperatur % hat.

e Die Temperatur der Milch ist geringer als die Zimmertemperatur (=Umge-
bungstemperatur).

Wann ist der Kaffee kiihler?

1. Der Kaffee kiihlt zunichst 10 Minuten ab und die Milch wird dann hinzu-
gegeben.

2. Die Milch wird sofort in den Kaffee geschiittet und die Mischung kiihlt
dann 10 Minuten ab.

Was glauben Sie? Gehen wir mathematisch vor. Es sei 7, die Temperatur des
Kaffees, T} < a, die Temperatur der Milch, a die Umgebungstemperatur (Milch
kommt aus dem Kiihlschrank).

Im Fall 1) ist die Temperatur des Kaffees nach ¢; = 10 Minuten:
a+ (Ty — a)e™™
wird der Kaffee nun mit der Milch gemischt, so ist die resultierende Temperatur:

pla+ (Th — a)e ™) + ¢T}
p+q '
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Dagegen gilt im 2. Fall, dass die Anfangstemperatur der Mischung gerade 27041
ptq
und zum Zeitpunkt ¢; nun gerade

T T
a+ ((p—o+q 1) —a) e~k
Pt+q
ist.

Welche Temperatur ist grofier bzw. kleiner? Dazu betrachten wir die Differenz:

plat(To—a)e ™) +qly ((pTo + qu) B a) okt

P+a p+aq
= i q(a(l — Ry 4 p?qul(l L eH) (1 — o)
- ]%q(l — e )T ~ a)

Dieser Ausdruck ist negativ, wenn 77 < a gilt, d.h. der Kaffee ist bei Methode 1)
(erst kiihlt der Kaffee ab und dann wird die Milch dazugegeben) kiihler als bei
der Methode 2), wenn die Temperatur der Milch kleiner als die Umgebungstem-
peratur ist.



